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Resumo

O ensino da algebra constitui uma dificuldade para os professores de matemaética do
ensino fundamental, devido a complexidade da linguagem de representacéo, propria
da abstracdo matematica. As investigacBes sobre o0 pensamento algébrico ao longo do
curriculo escolar indicam a importancia da fase intermediaria da pré-algebra, entre
anos iniciais e finais, que requer um ensino e aprendizagem nos anos iniciais que
tornem a transicédo efetiva. O objetivo deste trabalho € discutir, sob a 6tica de
formacéo de professores dos anos iniciais, a evolucdo do pensamento algébrico que
pode ser trabalhada por meio do modelo pictérico da Matematica de Singapura. A
metodologia se baseia em andlise qualitativa de uma sequéncia de atividades
selecionadas de uma colecdo de livros didaticos da Singapura, pelas competéncias
esperadas pelo curriculo do ensino basico. Concluimos que a colegdo apresenta uma
proposta adequada para a aprendizagem dos professores sobre o desenvolvimento do
pensamento algébrico para transicao na pré-algebra.

Palavras chave: conhecimento de matematica para ensino, conhecimento pedagogico
de contetdo, desenvolvimento de pensamento algébrico para a pre-algebra, formacao
de professores de anos iniciais, modelagem por barras da Matematica de Singapura.

Introducéo

Este texto baseia a conferencia “Desarrollo de pensamiento algebraico en el curriculo de la
escuela basica: caso de modelizacion pictorica de Matematica de Singapur”.

Os professores na sala de aula e também matematicos e educadores enfrentam, com
frequéncia, o desafio de responder a questdo recorrente dos alunos “Por que temos que aprender
algebra?” . A abstragdo do raciocinio matematico que envolve dimensdes intutiva, indutiva e
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dedutiva se mostra mais contundente na area da algebra que trabalha uma linguagem simbdlica
da matematica, que contribui sobremaneira ao avango do conhecimento cientifico de variadas
formas, ha muitos séculos, e as aplicagdes no mundo em que vivemos. Desta forma, a algebra
esta presente no curriculo escolar atual como um tépico essencial da educacéo basica, para a
formacéo dos cidaddos do século 21.

Matematicos como Stewart (1995), Wu (2009), mostram o entendimento dos avancos da
Matematica como disciplina, cuja trajetéria envolveu sempre a descoberta e inclusdo de novos
conceitos a partir do conhecimento anterior, ao longo dos tempos.

Por outro lado, Stewart aponta na pagina 1 da obra citada que, nas escolas, muitos novos
conceitos sdo introduzidos sem haver compreensao de como eles se relacionam com a
matematica tradicional em execucdo. Da mesma forma, Wu (2009) aponta a lacuna que existe
entre a aritmética dos primeiros 5 anos do ensino basico e a algebra dos 8° e 9° anos, lacuna que
corresponderia & necessaria fase de transicéo, a fase da pré-algebra.

No contexto das escolas brasileiras, apesar da indicacao nos documentos (Brasil, 1998) e
nas recomendacoes curriculares dos cursos de formacéo de professores sobre a necessidade de
aprender e ensinar com compreensdo conceitual e aplicagdes dos conceitos matematicos, o
ensino tende a ser procedimental e, especialmente a algebra é entendida como manipulacéo de
férmulas e expressdes com simbolos e letras, cujos significados variam conforme o contexto
(matemaético ou na resolugdo de problemas), mas ndo reconhecidos ou trabalhados com conexdes
na sala de aula. Logo, esta visdo do papel da algebra na pratica escolar esta longe do pensamento
matematico que se deseja como meta educacional da matematica. Stewart (1995, p. 5) advoga
gue o0 pensamento matematico comega com uma intuicdo diante de situacdo problema antes de
qualquer formalismo, e que a intuicdo embasa futura formalizacdo de deducdes. Embora esta
Visdo seja um consenso entre 0s matematicos e educadores, existem dificuldades de abordagem
da problemaética de trazer efetivamente para a formacéao de professores as metodologias que
percorram a trajetoria de desenvolvimento do pensamento matematico, em particular do
pensamento algébrico.

Ha boas referéncias que se apoiam na estrutura organizada dos conceitos matematicos para
explicar aos futuros professores a abordagem matemaética do conteido para o ensino de topicos
do curriculo escolar, como (Wu, 2009), (French, 2002) e outros, porém, no nosso entendimento,
o enfoque direcionado “da matematica para atividade escolar”, com contetido que almeja, mesmo
implicitamente, a algebra elementar do ensino médio, ndo ajuda em geral a formacéo dos
professores dos anos iniciais, que ndo recebem educacdo especializada em matematica, e cujas
visdes da matematica estdo aquém da compreensdo que o tema requer. Queremos dizer que ha
necessidade de abordar também na direcdo de baixo para cima, isto é, do conteudo escolar nas
areas de NUmeros e Aritmética, Formas/Geometria, Medidas de Grandezas e Linguagem de
Representacao de Infomagdes, com suas pedagogias naturais e apropriadas ao desenvolvimento
da crianca desde os primeiros anos, na desejada direcéo da sistematizacdo dos conceitos e ideias
da matematica na transicdo pela pré-algebra, desenvolvendo o pensamento matematico.

Referencias da pesquisa em educacdo matematica

A preocupacao dos pesquisadores em educa¢do matematica, na perspectiva de viabilizar a
educacéo escolar que desenvolva o pensamento algébrico a partir do ensino significativo da
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matematica desde 0s anos iniciais, vem de longa data. Nos referimos a trabalhos do Mathematics
Learning Study Committee do PME, especialmente o livro que sistematiza as contribuicdes das
investigacdes dos anos 90, (Kilpatrick et al, 2001). Na pagina 314 desta obra, no capitulo “da
Aritmética para Numeros”, encontramos consideragdes como “Em geral, o pensamento
aritmético dos estudantes... da escola elementar é diferente do pensamento que é central a
algebra”. Ainda, para ajustar a novas demandas cognitivas que advém desta constatacdo, a
referéncia cita “Enquanto a aritmética focaliza em niimeros e respostas humeéricas, a algebra
escolar focaliza relagdes™.

Isto significa que o pensamento numérico cresce de maneira continua para desenvolver
um pensamento algébrico, mantendo os significados do pensamento numérico adquirido. Outra
referéncia importante é o trabalho de (Kaput, 1995) que advoga o desenvolvimento do
pensamento algébrico na escola elementar baseado, entre outros principios, em dois que
destacamos: - de iniciar cedo, em parte construindo sobre o conhecimento informal que os alunos
trazem; - de construir sobre o potencial cognitivo e linguistico existente nos alunos.

Ainda desta referencia, aprendemos que, como fontes de generalizacdo e formalizacéo,
Kaput indica o raciocinio e a comunicacdo com linguagem matematica ou em situacdes-
problemas contextualizadas, que usualmente comecam na aritmética e raciocinios quantitativos
de grandezas. A conexao entre essas fontes € especialmente problematica nos anos iniciais
quando a aividade matematica é estimulada por meio de materiais concretos.

Isto implica em uma questdo de investigacdo: Como estimular o desenvolvimento de
pensamento algébrico a partir de nocOes basicas da aritmética presentes nos curriculos dos anos
iniciais da educacdo basica?

Materiais Didéaticos e Formacao de Professores

Diversos paises e seus curriculos se dedicam a esta questéo desenvolvendo material
didatico para uso na sala de aula, que tenha como objetivo primordial o desenvolvimento de
pensamento matematico dos alunos, planejando cuidadosa e coerentemente o curriculo escolar.
Para que o material didatico atinja este objetivo, os professores do ensino basico precisam
conhecer profundamente o seu contetdo, tanto sob ponto de vista de significado conceitual como
de metodologias adequadas, diversificadas e sequenciadas para promover a aprendizagem
significativas dos alunos.

Isto quer dizer que os livros didaticos e seus guias para professor sdo fonte de
aprimoramento profissional, constituindo instrumento de aprendizagem para quem néo estudou a
matematica de nivel superior dos professores de anos finais da educacéo basica.

Neste sentido, é notério 0 movimento nos paises que desenham seus curriculos de
matematica dos anos inicias em torno da Resolucéo de Problemas que trabalha, junto com as
competéncias de linguagem e comunicagéo, a construcao de significados dos conceitos, as
técnicas algoritmicas e operacionais, desenvolvimento da capacidade de propor estratégias e
compreender as dos outros, investigar a validacao de solucdes e suas extensdes. S&o itens do
desenvolvimento de raciocinio matematico. Japdo, Coreia do Sul, Singapura sao alguns paises
que podemos citar por supremacia de seus livros didaticos escolares com o enfoque mencionado.
Em especial, a abordagem do pensamento algébrico a partir da aritmética dos anos iniciais,
respeitando a trajetdria de material concreto, representacéo pictdrica antes de abstracdo com

Conferencia paralela Il CEMACYC Cali, Colombia, 2017



Desenvolvimento de pensamento algébrico no curriculo de escola bésica: caso da modelagem 4
pictérica de Mateméatica de Singapura

linguagem simbolica, é observada consistentemente em livros do Japdo como (lsoda et al, 2011)
e Singapura (Kheong at al, 2008), editados em inglés. A publicacdo (Cedillo et al, 2013), em
espanhol, de guia para aprendizagem e ensino de aritmética, geometria e medicéo, € um exemplo
representativo do material eficaz para curso de formacao inicial e continuada de professores dos
anos elementares, baseada em colecao japonesa, que vai além de simples orientacéo das
atividades para uso em sala de aula, sendo um verdadeiro material de formacéo de professores
dos anos iniciais. Outros paises como Tailandia, Chile, Costa Rica também trabalham seus
curriculos de formacéo de professores em torno da capacitacdo em ensino de matematica com
enfoque de resolugédo de problemas que promovem o desenvolvimento de pensamento
matematico.

A colecdo (Kheong et al, 2008) da Singapura € a colecao escolhida por projeto de
investigacdo em que se baseia este trabalho. Existem semelhancas entre livros japoneses e esta
colecdo, no que se refere a uso de modelos pictéricos para trabalhar a transi¢do do material
concreto para representacdo simbdlica da aritmética, e logo, a exploracdo das estruturas
algébricas da aritmética. A escolha da colecdo da Singapura para trabalhar no nosso projeto se
deve ao Modelo de Barras caracteristico da Matematica de Singapura, e sua abordagem amigavel
e atenciosa em detalhes sutis que facilitam aos professores a analise dos pontos criticos nos quais
se evidenciam os avancos no pensamento algébrico. Por outro lado, percebemos na colecao
japonesa uma introducédo precoce da representacdo de nimeros na reta numérica em paralelo
com modelo pictorico, uma abordagem defendida por (Wu, 2009), que consideramos adequado
mas sofisticado por ser um trabalho de mais uma técnica da matematica, que na colecdo de
Singapura é adiada sem prejuizo de rigor. A abordagem da colecdo da Singapura é nesse sentido
intuitiva e amigavel, o que facilitou a analise da professora de anos iniciais.

Este trabalho tem como objetivo contribuir como um material para a formacao de
professores ndo especialistas de matematica nos anos iniciais da educacédo basica, que sao
agentes fundamentais no desenvolvimento do raciocinio algébrico dos alunos, antes desses
chegarem a fase da pré- algebra, quando os professores com formacéo especifica em matematica
trabalham a transicdo para a algebrizacdo. Os exemplos que ilustram este trabalho sdo da
Colegao “My Pals are Here!” (Kheong et al, 2008), com autorizacéo concedida pela Marshall
Cavendish Education, Singapore. A analise dos exemplos foi conduzida com objetivo de
compreender como uma sequencia concebida cuidadosamente numa colecao didatica pode
percorrer a trajetoria de aprendizagem dos alunos e amadurecimento dos conceitos e
procedimentos matematicos que desenvolvem o raciocinio algébrico, como esperado nos
curriculo dos anos iniciais do ensino bésico.

Exemplos da Matematica de Singapura e uma analise qualitativa

Nesta secdo, apresentamos exemplos mais significativos dos momentos em que a analise das
atividades apontou o avango no conceito algebrico, baseados, mas sem esgotar, no trabalho de
investigacdo realizada em (Dotti, 2017). Para limitar o foco da discusséo, ndo vamos neste texto
discutir as caracteristicas essenciais da Matemaética de Singapura que atraem a atengdo da
comunidade de educacdo matematica em nivel global, mas sim concentrar em papel do modelo
pictorico no desenvolvimento do pensamento algébrico nos anos iniciais.

No primeiro livro, os estudos se iniciam com a contagem do 1 ao 10, primeiro com a
contagem de objetos e a representacdo de cada nimero, como é usual em livros didaticos em
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geral. Nas atividades de contagem de objetos representados nas figuras e a escrita/leitura do
nimero que representa a quantidade, o aluno exercita o primeiro registro com simbolos
matematicos e o conceito de 0, correspondendo a auséncia de quantidade.

O aluno também ¢é apresentado a um objeto especial, um material cubico que se encaixa
um ao outro por extremidades. Cada peca representa uma “unidade” na contagem.

Nas atividades diversas de contagem de objetos, a ideia fundamental de “comparagdo”
entre quantidades é trabalhada na contagem de agrupamentos de quantidades distintas,
introduzindo o conceito de “mais que”, “menos que”, “igual”, e logo abstraido para o conceito de
“ordem” nos numeros. Em seguida, o conceito basico de “partes” de um niimero (ainda até 10) é
intensamente trabalhado dentro de atividades de decomposicéo, sejam ludicas ou ndo. Notamos
entdo as ideias de “parte-todo” e “comparagdo”, que permeiam a matematica de Singapura,

sendo iniciadas desde as primeiras atividades.

Essas ideias fundamentais ja se conectam com “relagdes” entre numeros, uma ideia
algébrica. As diferentes possibilidades de decomposic¢do de um nimero sdo exercitadas por meio
de juncdo de pecas formando uma barra representando a quantidade do nimero inicial. Foi
analisado que a visualizacdo e a manipulacéo de objetos com formato de barras facilitam a
representacdo pictorica de quantidades, por meio do Modelo de Barras, nos anos seguintes.

A Figura 1 a seguir ilustra uma atividade do 1° ano que aproveita o conceito de composicao
e decomposicdo de um nimero, em que percebemos a ideia algébrica que prepara o conceito de
equacdo (igualdade entre nimeros, no caso), assim como o raciocinio de diversas possibilidades
de decomposicao que traz a ideia de variabilidade e prepara as ideias de incognita numa equagao
em contexto de anos posteriores. O exercicio da Figura 1 consiste de uma proposta para
decompor o nimero 7 de varias maneiras e usar a “balanca” para compreender o significado.
Atividades planejadas com claro objetivo curricular permeiam esta proposta.

9} A’: Carry out this activity

7Y

24

Figura 1: Pag. 24 Livro 1A © Marshall Cavendish Education. Adapted with permission

Ainda neste exercicio, percebe-se a preparacdo do pensamento sobre o principio da adicao,
mesmo antes de introduzir a operacao de adigdo e seu algoritmo. E interessante também observar
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no final do exercicio, a proposta de uma situacdo desafio, em que se considera a situagdo de
colocar o 7 em ambos os lados, estimulando assim o aluno a considerar que o 7 (todo) pode ser
comparado com o proprio 7 (parte), logo 7 se decompde com as partes 7 e 0, em que O representa
o “nada” para a crianga, o futuro conceito de “elemento neutro” da adigao.

Na Figura 2 a seguir, o conceito de “decomposi¢do de um numero em partes” retorna numa
atividade ludica. Observamos a proposta inteligente de estimular o pensamento algébrico num
raciocinio inverso dentro de uma situacdo de principio aditivo estudado nas atividades de
decomposicdo de numeros. Isto é, no jogo de dois baldes, sabendo-se o todo, por exemplo 6
bolinhas no caso 1, e levantando-se o balde da direita e vendo 2 bolinhas, o aluno devera
adivinhar quantas bolinhas estdo debaixo do balde a esquerda. Trabalha-se a ideia de subtracdo
como operacao dual na situacédo de decomposi¢cdo, ao mesmo tempo que estimula o raciocinio
algébrico com a nocdo de incdgnita numa situacdo de equacdo, que sera necessario identificar
nos anos finais do ensino fundamental. Notamos que este exercicio mais uma vez trabalha o
conceito do nimero 0 no item trés, em que ndo ha nenhuma bolinha debaixo do baldinho do
meio.

e

o

B Pt O Your Thinkan Cagel
< —

Figura 2: P4g. 27 do livro 1A© Marshall Cavendish Education. Adapted with permission

A aritmética é retomada com os numeros até 20, repetindo o ciclo de exercicios de
contagem de objetos, a partir do nimero 10, formando os nimeros de 11 a 20. A técnica de
decomposicdo é retomada com esses numeros de diversas formas, incluindo uma proposta
adicional de propor que fixe uma das partes da decomposicao como 10, introduzindo a
representacdo decimal e seu significado, pois a outra parte resgata o conhecimento consolidado
até entdo, representando as unidades na representacdo decimal. A professora pedagoga
compreendeu nesta atividade a proposta de consolidar a ideia de “dezena” como ingrediente
essencial no sistema de representacdao decimal dos numeros, e 0 modelo de barras antecede
mesmo a introducdo de material padronizado como o material dourado.

A Figura 3 abaixo ilustra a pagina do Guia do professor da atividade, ainda para o 1° ano,
da integracdo de diferentes linguagens de representacdo no trabalho da técnica de subtracéo,
onde é possivel ver o algoritmo trabalhado com significado mediado por modelo pictérico,
material concreto se necessario, e a organizagdo do registro da operacdo aritmética. As paginas
do Guia do professor contém orientacfes sobre possibilidades de conducgéo na sala de aula, com
sugestdes de questionamentos ou de desdobramentos possiveis.
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Figura 3: P4g. 82 do Guia do Professor 1B © Marshall Cavendish Education. Adapted with permission

O projeto de investigacdo analisou todos os anos (1° a 6°) da colecdo. Devido a limitacéo
de paginas deste texto, ndo podemos apresentar a analise completa. Porém, destacamos que é no
livro do 2° ano que aparece um passo decisivo no processo de abstracdo para o raciocinio
algébrico, que conecta a parte elementar de visualizacdo de objetos concretos do cotidiano com a
linguagem de representacao por modelo de barras. A atividade permite estender a abstragdo de
ndmeros, que representam quantidades discretas, para outros “nimeros” que aparecerao num
contexto de quantidades de natureza distintas, por exemplo fragdes e nimeros decimais.

O exemplo- chave neste ponto de salto cognitivo que destacamos aparece na pagina 60 do
livro 2A.

Using Models:
Addition And Subtraction

a"l“ﬁ. Let’s Learn!

| can draw the

this way <«
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Figura 4: P4g. 60 do livro 2A© Marshall Cavendish Education. Adapted with permission
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A atividade da Figura 4 apresenta uma situacdo problema de limitagdo do material concreto
para representar barras com quantidade grande de “pecas unidade”, cujo registro na lousa ou
folha de papel (também espacos limitados) estaria dificultado. Um dialogo descrito na atividade
leva a estratégia de “desenhar” (modelizar) uma barra de tamanho qualquer que “represente” a
quantidade desejada, e que 0 modelo tenha as “informagdes” (dados) que representem as
“relagdes” entre as quantidades, rompendo neste ponto a barreira de dependéncia de “objeto
concreto para manipular”, para visualizar modelos pictdricos para compreender dados de
situacOes problema, sejam essas da propria matematica ou aplicacbes em problemas
contextualizados. O Modelo de Barras mostra um forte poder pedagdgico especialmente na
resolucédo de problemas, quando permite visualizacao de dados com suas propriedades
matematicas e “relagdes” algébricas (algebra da aritmética) como estratégia de passagem segura
para a fase da pré-algebra.

Concluséao

A andlise das atividades, com olhar atento sobre o significado e o papel das mesmas dentro
do curriculo escolar, permite ao professor dos anos iniciais uma aprendizagem de como
promover o desenvolvimento do pensamento algébrico por meio de abordagem correta dos
conteidos que estdo propostos no curriculo escolar. Consideramos que o projeto deve continuar
ampliando a investigacéo sobre as conexdes do ensino nos anos iniciais com o ensino dos anos
finais, para haver a desejada integracdo da matematica escolar com a matematica que 0s
estudantes precisam saber. A colecdo mostrou possibilidades de analisar as evidéncias para a
continuidade do projeto.

Agradecimentos: Agradecemos o apoio da Marshall Cavendish Education pela permissao
concedida para usar sua publicacdo e algumas paginas para ilustrar os resultados do projeto e sua
divulgacao.
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