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Resumen

La regla de tres simple directa es uno de los algoritmos maés utilizados en la
educacidon primaria y bésica, una vez que se inicia el estudio de la proporcionalidad
directa. Su uso por los estudiantes es tan generalizado (incluso en situaciones donde
no es posible su aplicacion) que en la didactica de las matematicas se ha consolidado
un campo de investigacion alrededor de lo que se ha llamado la sobre-generalizacién
de la linealidad. En este marco de ideas, sobre la base de una mirada historico-
epistemoldgica, se aborda el estudio de la regla de tres, mostrando su lugar
instrumental en la construccién de las nociones basicas de la proporcionalidad
directa.

Palabras clave: Razonamiento proporcional; estructuras multiplicativas;
pensamiento numérico; educacién basica.

Proporcionalidad directa

En el sentido amplio de la palabra, el concepto moderno de proporcionalidad® se encuentra
estrechamente ligado con el algebra lineal, pues las relaciones lineales (y en general n-lineales)
estan en la base de toda situacion de proporcionalidad directa o inversa, simple o compuesta.
Esto hace de la proporcionalidad un concepto tan moderno como la mayoria de las matematicas
gue conocemos hoy en dia, pero como lo expresa Bourbaki (2007) en su libro sobre la historia de
las matematicas, la linealidad es igualmente tan antigua como la matematica misma. Es decir, si
bien la linealidad permite un tratamiento moderno, en términos del algebra lineal, de las
situaciones tipicas de proporcionalidad, este tipo de situaciones fueron objeto de tratamiento
sistematico desde épocas remotas, como lo evidencian las soluciones dadas por los matematicos

! por simplificacion en el uso del lenguaje, y siempre que no haya lugar a confusion, se usara la expresion
“proporcionalidad” para referir a la proporcionalidad directa.

2 En particular, toda situacion de proporcionalidad directa (covariacion lineal entre dos cantidades
variables) puede ser modelada por una funcion lineal de la forma f(x) = kx.k € R.

Conferencia paralela Il CEMACYC Cali, Colombia, 2017



Regla de tres simple directa: avatares de un algoritmo 2

de la antigiiedad a los problemas® que enfrentaron. Asi, en las operaciones bésicas (en especial la
multiplicacion) y, en general, en la solucion de una ecuacion lineal con una incognita (o incluso
un sistema de ecuaciones de varias incognitas), se reconoce una percepcion de la linealidad y de
su tratamiento a través de ciertos métodos, al igual que del concepto de razon.

En ese tratamiento de los diferentes problemas que implican la covariacion directamente
proporcional de dos magnitudes, vale destacar la forma como los Babilonios utilizaban tablas en
las consignaban las tasas de variacion (constantes fijas) de ciertas magnitudes con respecto a
otras (por ejemplo, la cantidad de ladrillos que transporta una persona en un dia, funcién del tipo
de ladrillo, la distancia recorrida y el tipo de terreno, o las relacionadas con el intercambio y
transporte de mercancias). El uso de las mismas, y los métodos para resolver los problemas,
muestran el uso de la proporcionalidad directa, por supuesto no en el sentido moderno de funcion
lineal, sino vinculado con nociones de variacion lineal. De otro lado, se puede mencionar que en
la antigua China abordaron este tipo de problemas partir del reconocimiento de tasas fijas (para
el intercambio de bienes y servicios), utilizandolas como parte de una proporcion entre cuatro
cantidades (proporcion no es entendida en el sentido moderno del término). Este uso de tasas de
cambio es la base de un método de calculo que llegé hasta nuestros dias conocido como la regla
de tres.

Proporcionalidad en las antiguas China e India: la regla de tres

Sin entrar en una discusion sobre si el origen de lo que hoy llamamos la regla de tres se dio en
las antiguas China o India, en ambas culturas se tiene evidencia® del tratamiento de ciertos tipos
de problema para los cuales tenian un método (o métodos) semejante al que hoy se conoce como
la regla de tres, para el tratamiento de situaciones que implican variaciones directamente
proporcionales entre cantidades variables, sin el uso explicito de una teoria de razones y
proporciones, y sin la formulacién explicita de constantes de proporcionalidad.

El texto de los Nueve Capitulos® muestra que los matematicos chinos usaban de manera
sistematica las constantes de proporcionalidad, por ejemplo en la forma de factores de
conversion, tasas de intercambio entre productos, costo unitario de un producto, calculo de areas
(aproximacion del numero ) etc.® El capitulo 2 (dedicado a situaciones de proporcionalidad)
inicia con una tabla titulada “reglas de intercambio de arroz y millo”, en donde se presentan
diferentes tipos de productos y las tasas de intercambio de unos por otros (Tabla 1). En palabras
de Lui Hui, esta tabla presenta tasas de intercambio que estan en proporcién y que se pueden
convertir mutuamente entre ellas, tomando los valores apropiados. Asi, a cada tipo de producto

® Por ejemplo, el método de la falsa posicion en egipcios y babilonios para la solucién de ciertos tipos de
ecuaciones lineales, el tratamiento de situaciones de proporcionalidad a través de la regla de tres en
chinos e hindues.

* Para el caso de las matematicas chinas, ver por ejemplo Dauben (2007, 2008). Para el caso de las
matematicas hindues, ver por ejemplo, Bhascara (1817); Bhaskaracarya (2001); Brahmegupta (1817);
Rajeswara (2002).

® Traducci6n y comentarios en Dauben (2007), basada en la edicion realizada por Lui Hui, hacia el siglo
tercero d.C. Este clésico de la matematica de la antigua China, remonta sus origenes mas alla del siglo
segundo antes de la era cristiana.

® Por ejemplo, el problema 32 del primer capitulo, requiere calcular el &rea de un campo circular y se

refiere la relacion de la circunferencia al radio del campo como una razén de 1 a 3 (aunque Lui Hui

., - -, . ., 22 157
comenta en relacion con esta aproximacion que hay otros valores para dicha relacion: —0 E)'
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se le asigna un numero entero que se interpreta como un valor relativo con respecto al resto de
productos. Por ejemplo, los dos primeros productos de la primera columna tienen valores de 50 y
30, lo que significa que la razon del millo al millo descascarado es de 5 a 3, es decir, que 5
unidades de millo valen lo mismo que 3 unidades de millo descascarado. “Tasa” aqui puede
significar mas bien valor relativo, y la comparacion, es decir, la normalizacion que refiere la
cantidad de un producto por cada unidad del otro; la razén entre los dos valores
correspondientes.

Tabla 1: Tabla de intercambio de arroz y millo, tomada de (Dauben, 2007, p. 241)

millet rate 50 cooked imperial millet 42 La regla para realizar tales
hulled millet 30 Soya beans 45 lntercamblos dlce: “tome
milled m.illet . 27 small beans 45 el niimero dado y
'h|ghly.m|||e.d millet 24 sesame seed 45 multipll’quelo por la rata
imperial millet 21 wheat 45

fine crushed wheat 13 % paddy 60 busgaQa. [ESte producto] es
coarse crushed wheat 54 fermented beans 63 el dividendo. La rata dada
cooked hulled millet 75 porridge 90 es el divisor. Divida”
cooked milled millet 54 cooked soya beans 103 % (Dauben, 2007, p. 241).
cooked highly milled millet 48 malt 175 Las explicaciones que da

Lui Hui a esta regla son
interesantes, por lo que se transcriben a continuacion casi en su totalidad:

Esta es una regla general...como decian los antepasados: "conociendo el pasado
se puede predecir el futuro. Se muestra una de las esquinas [de un cuadrado], uno
puede inferir las otras tres." Esta regla puede resolver problemas dificiles y
complicados y superar las barreras entre cantidades [de diferente naturaleza]. ...
lo poco es el inicio de lo mucho; la unidad es el fundamento del namero. Por lo
tanto, la discusion de las tasas debe basarse en la unidad. Segun [las reglas de
intercambio] millo 5 y millo descascarado 3. Es decir, millo 5 por unidad, millo
descascarado 3 por unidad. Para Intercambiar millo por millo descascarado,
considerar primero el millo [dado] como unidad. [una] unidad significa reducir
[la cantidad dada] por 5. Esto es, 5 como unidad. Multipliquelo por 3, esto es
[uno] 3 como unidad. Por lo tanto, las tasas de dependencia para [una] unidad son
equivalentes, es decir de 5 a 3. Divida antes de multiplicar, pero si hay
fracciones, entonces invierta [el procedimiento] en la regla. Mirados como
enteros, sheng 5 de millo equivale a 3 sheng de millo descascarado. Mirado como

. . . 3 . .
fracciones, 1 dou de millo es equivalente a < dou de millo descascarado. Utilice

denominador 5, numerador 3. Para convertir millo en millo descascarado:
multiplica por el numerador y divide por el denominador. Por lo tanto, la tasa
buscada es siempre el [numerador y la tasa dada es el] denominador.

El método expresado implica determinar la tasa de intercambio entre dos productos dados (lo que
modernamente llamariamos el precio por unidad), y con base en esta razon, dada la cantidad de
uno de los productos, determinar a qué cantidad del otro producto equivale. La explicacion
muestra conciencia de la existencia de una razon constante (la relacion entre las tasas) que
permite calcular la cantidad desconocida que se correlaciona con la cantidad dada. La
verbalizacion del método explica como hacer la operacion que permite calcular la cuarta
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cantidad desconocida, puesto que, en general, la tasa de intercambio entre los dos productos es
una fraccion, y por tanto, el método explicita como realizar, con la ayuda del tablero para
calcular, la multiplicacién de una cantidad entera por una fraccion, sabiendo que el numerador y
el denominador de la fraccion, al igual que el multiplicando, se corresponden de manera
invariante a una de las tres cantidades dadas.

La version hindu de la regla de tres tiene redaccion semejante, pero las diferencias son
significativas. Aunque existen diferentes formulaciones’ segun la época o el matemético que la
escribiera, en general conservo la siguiente estructura: se dispone de tres cantidades, una
primera, llamada la cantidad dada, o el argumento; una segunda, Illamada el producto, lo
producido por el argumento, y una tercera, llamada la cantidad demandada o deseada, y de la
cual se debe calcular el producido. La regla dice que la primera y tercera, que por lo general son
de la misma naturaleza, se ponen en primer y Gltimo lugar respectivamente, y la segunda, de
naturaleza diferente, se pone en el medio de las otras dos, y la cantidad buscada se obtiene al
multiplicar la Gltima con la segunda, y dividir este resultado por la primera.

Una mirada de los ejemplos dados para la aplicacion de esta regla (Bhascara, 1817;
Bhaskaracarya, 2001; Brahmegupta, 1817), permite proponer a manera de conjetura, que, en
general, se trata de dos cantidades relacionadas (argumento y producido) se corresponden de tal
forma que el valor de la una depende de la cantidad presente en la otra, estableciendo la regla de
equivalencia, de intercambio entre estas dos cantidades. La conciencia de la existencia de esta
dependencia de una cantidad con respecto a la otra se puede ver en el Lilavati de Baskhara,
donde se lee, posterior al enunciado de la regla, la siguiente aclaracion:® “Si, en una situacion
dada, la cantidad que se desea calcular se incrementa (respectivamente decrece) con el
incremento de la cantidad demandada (respectivamente decrece), entonces la regla de tres es
aplicada por un adepto a las matematicas” (Bhaskaracarya, 2001, p. 78).

Sin embargo, esta regla, a diferencia de la versién china, pone énfasis en una organizacion
espacial de los términos, a manera de mnemotécnica para recordar la forma de realizar los
calculos y, al menos de manera explicita, no parece dar relevancia a la razén constante (el valor
por unidad) que pone en relacién las dos cantidades dadas, como si se hace evidente en el caso
de la aplicacion de la regla de tres en la version china. En el Lilavati, casi sin ningun tipo de
explicacion, para la regla de tres inversa se dice: “Si en una situacion dada, la cantidad que se
desea calcular se incrementa (respectivamente decrece) en tanto que decrece la cantidad
demandada (respectivamente incrementa), entonces regla de tres términos invertida es aplicada
por un adepto a las matematicas” (Bhaskaracarya, 2001, p. 81).

En este caso, la expresion regla de tres términos invertida quiere decir que se invierte el orden en
que se deben realizar las operaciones, es decir, que despues de ordenar las cantidades en linea
teniendo en cuenta que las de la misma naturaleza se ponen en primero y ultimo lugar, y la otra
en el medio, entonces la cantidad buscada se obtiene multiplicando la primera por la segunda,
dividiendo por la tercera. NOtese entonces que la denominacion de inversa (para la regla) no

" Por ejemplo, Bibhutibhushan and Narayan (1962) presentan 6 formulaciones diferentes para esta regla,
correspondientes a matematicos de los primeros siglos de la era cristiana.

® No sobra decir que las explicaciones sobre las condiciones para aplicar la regla de tres son muy exiguas,
por no decir inexistentes, lo que hace suponer que se estaba frente a un conocimiento comun que no
requeria de aclaraciones extensas, o que estos textos estaban acompafiados de una amplia explicacion
verbal que no quedaba capturada en el verso escrito.
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tiene que ver con el reconocimiento de que las cuatro cantidades estén en proporcion inversa,
sino con que la regla original se aplica invirtiendo el orden para el otro tipo de situaciones. Sin
embargo, no puede desconocerse que la aplicacion de la regla de tres, o bien la inversion de la
regla depende del reconocimiento de una cierta forma de variacion entre las dos cantidades que
se consideran correspondientes una a la otra.

En suma, en la version hindd de la aplicacion de la regla de tres, si bien se puede decir que habia
un reconocimiento del proceso de dependencia de la cantidades involucradas en la situacion (que
se podria denominar como un reconocimiento de la covariacion positiva o negativa en uno u otro
caso), a partir del cual se tomaba la decision de aplicar el orden directo o inverso de las
operaciones implicadas en la regla de tres, el énfasis estaba en la organizacién espacial
(distribucién horizontal) de las tres cantidades involucradas en la situacién, y no en el
reconocimiento de la razon constante (en proporcion directa o inversa) que correlaciona las dos
magnitudes involucradas en la situacion.

Leonardo de Pisa: una nueva mirada al mismo problema

El texto de Fibonnaci, titulado Liber Abacci (Leonardo de Pisa, 1202/2003), aborda el tema de la
proporcionalidad en el capitulo 8 y siguientes presentando los aspectos relativos a la regla de tres
(simple, inversa y compuesta). En las primeras lineas del capitulo 8 se lee:

...cuatro nimeros proporcionales siempre se

encuentran en todas las negociaciones de los cuales [

tres son conocidos y uno efectivamente Fisan fmp.

desconocido; el primero de los tres conocidos es el | denart denari

numero de cualquier mercancia que se quiere 11 12

vender, numero de unidades, de peso, de medida... !

[después de dar una serie de ejemplos sobre los | ®

tipos de cantidades que pueden expresarse como | : |

este primer nimero continua]. El segundo es el | F—

precio de la venta de este primer namero... | 11 14

[igualmente da ejemplos de cantidades que pueden il

representar este segundo numero]... El tercer ) L —

numero es alguna cantidad del mismo tipo de Figura 1. Organizacion de las cantidades

mercancia que se desea vender, para la cual se en un problema de regla de tres. (imagen
. ! . tomada de Leonardo de Pisa, 1202/1872,

desconoce el precio, a saber, la cuarta cantidad:y 104).

este entonces debe ser alguna cantidad de la misma

especie que el segundo nimero... [es decir, es el precio de venta de la segunda

cantidad de mercancia]... Por lo tanto, como el nimero desconocido se puede

encontrar a partir de los conocidos, nosotros ensefiamos para todas esas

situaciones una regla general, a saber... [continua con la descripcion verbal de la

forma de distribucidn espacial de las cuatro cantidades en una tabla de dos por

dos, tal como lo hacemos hoy en dia (ver figura 1), haciendo énfasis en que las

cantidades que quedan en la misma columna deben ser de la misma naturaleza

(cualidad o cantidad).]... Asi escritas [las cantidades] es evidente que dos de los

numeros escritos son siempre opuestos por la diagonal, y si uno se multiplica por

el otro, y el producto de la multiplicacion es dividido por el tercer nUmero

restante, entonces la cuarta cantidad desconocida, puede ser efectivamente

encontrada. (Leonardo de Pisa, 1202/2003, pp. 127-128)
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El algoritmo presentado se basa, entonces, en la figura que se obtiene de distribuir las cantidades
de acuerdo a las instrucciones dadas. Esta forma de representacion espacial de las cantidades es
utilizada sistematicamente en todos los ejemplos (mas de cuarenta paginas) en los que explica el
funcionamiento de la regla de tres para diferentes sistemas monetarios, diferentes sistemas de
pesos y medidas, y para diferentes tipos de nimeros: enteros y fraccionarios.

Se pueden hacer tres comentarios con relacion a esta extensa cita: (i) la forma de interpretar las
cantidades es similar a la que presentaron los matematicos hindues: la primera es una causa, la
segunda un efecto, la tercera es otra causa, y la cuarta su efecto. De estas cuatro, tres son
conocidas y una desconocida. Ademas, tal como lo hicieron los matematicos arabes, reconoce
que las cuatro cantidades pertenecen a dos tipos de magnitudes,’ y la forma de organizacion
espacial de las cuatro cantidades obedece a este reconocimiento de la naturaleza de tales
cantidades. Pero lo mas importante es el énfasis de Leonardo para hacer explicita tanto la
relacion de dependencia de las cantidades dadas, como la proporcion entre las cuatro cantidades.
(ii) la forma de organizacién de las cantidades introduce una técnica innovadora: la organizacién
espacial en una tabla de doble entrada, lo cual permite identificar con precision la naturaleza de
cada una de las cantidades involucradas, y representar en el esquema la cantidad desconocida por
un cuadro vacio el cual se llena después de realizar los célculos. Esto le permite a Leonardo
demostrar facilmente (ver cita mas adelante) que no importa cual de las cantidades sea la
desconocida, siempre la multiplicacion de las dos cantidades conocidas en extremos opuestos de
la diagonal, dividido por la otra cantidad, da como resultado la cuarta cantidad. (iii) finalmente,
el algoritmo introducido, similar al que utilizamos hoy en dia, se basa en la figura que se obtiene
de la representacion espacial de las cantidades, y en ese sentido descarga la mente de una serie de
consideraciones necesarias para tener éxito en la utilizacion de la regla de tres, heredada de los
indo-arabes, en donde la distribucion de las cantidades se hacia linealmente.

Pero en este punto no termina el trabajo de Leonardo, sino que igualmente hace un esfuerzo
importante en mostrar los fundamentos aritméticos que hacen que la regla funcione

... y como todo esto debe ser claramente comprendido, lo explicaremos con
diferentes ejemplos de precios y mercancias. Pero primero debemos mostrar
como es que este método procede, que hay de hecho, en que en todos los
negocios hay Il [N.A Asi se representaba el nimero 4] nimeros que son
proporcionales: a saber, como el primero es al segundo, es el tercero al cuarto,
esto es, como el numero de alguna cantidad de mercancia es al numero de la
cantidad del precio, asi cualquier otra cantidad de la misma mercancia es al
numero de su precio; o como cualquier cantidad de mercancia es a cualquier
cantidad de la misma mercancia, tambiéen el precio de una es al precio de la otra;
y si hay Il cantidades proporcionales, el producto de la segunda por la tercera
debe ser igual al producto de la primera por la cuarta, como es en las
demostraciones de la aritmética o la geometria; por lo tanto si la cuarta cantidad
es la Unica desconocida, de hecho la multiplicacion de la segunda cantidad por la
tercera dividida por la primera, efectivamente da como resultado la cuarta

® Alkhuarizmi (Muhammad ibn Misa al-Khuwarizmi & Rosen, 1831; Muhammad ibn Musé
Khuwarizmi & Robert (of Chester), 1143/1915) en su libro de &lgebra, dedica un capitulo a las
situaciones comerciales, y alli afirma que en este tipo de situaciones se tienen cuatro cantidades y dos
ideas. Sin mas explicaciones, se pueden interpretar que “idea” se refiere a la naturaleza de las cantidades:
las cuatro cantidades se agrupan dos a dos segun su naturaleza.
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cantidad;... similarmente si la tercera cantidad es la desconocida, esta es el

resultado de la primera multiplicada por la cuarta y dividida por la tercera,...
(Leonardo de Pisa, 1202/2003, p. 128)

Es importante rescatar el interés de Fibonacci por justificar tedricamente la aplicacion de los
procedimientos aritméticos a los fines practicos del desempefio eficiente en los negocios. Para
ello muestra que el método funciona, en tanto que las cuatro cantidades involucradas son
proporcionales entre si (bien sea, comparando las dos parejas de cantidades homogéneas, o
comparando las dos parejas de cantidades heterogéneas), y aplicando los teoremas de las
proporciones para la aritmética y la geometria (se refiere a los libros V y VII de los Elementos).

A manera de conclusién

Se tiene, entonces, a partir del trabajo de Leonardo, ahora si, lo que se podria llamar la version
moderna de la regla de tres: una representacion espacial de las cantidades, organizadas en dos
columnas segun la naturaleza de las cantidades, con un algoritmo basado en dicha organizacion
espacial, pero a la vez, el reconocimiento de que este algoritmo funciona bien en todos los casos
posibles en virtud de que las cuatro cantidades involucradas son proporcionales entre si. La regla
de tres, con la justificacion tedrica que ahora posee, tiene el poder de permitir el tratamiento de
situaciones de proporcionalidad directa sin necesidad de reconocer de manera explicita la
funcidn lineal que modela la relacion entre las cantidades variables, en tanto la misma modela la
proporcion entre las cuatro cantidades involucradas en la situacion, y permite operar con ellas sin
que sea necesario reconocer explicitamente la constante de proporcionalidad entre las cantidades
involucradas (como fue el caso de los babilonios).

Notese entonces que, en los casos analizados, la regla de tres es una forma de tratar con
problemas de proporcionalidad directa, cuando las cantidades involucradas son homogéneas. La
razon constante que define las tasas de intercambio de cantidades de un tipo en cantidades del
otro, es una especie de transformador lineal que, aplicado sobre una cantidad produce la otra
(Obando, Vasco, & Arboleda, 2013; Obando Z., 2015). En las técnicas a partir de las cuales se
resolvian este tipo de problemas en la antigua China, esta funcion de la razén como regla de
intercambio, queda oculta en las versiones mnemotécnicas de la regla de tres. Pero esto no quiere
decir que en dicha regla no esté como fondo conceptual la razén como transformador (baste para
ello, ver las extensas explicaciones que da Fibonacci para mostrar que el soporte conceptual del
método de la regla de tres esta en la teoria de razones y proporciones de los libros VV y VII de los
Elementos de Euclides).

Este rapido recorrido por el viaje de este algoritmo tan popular en nuestras escuelas hoy en dia,
deja lecciones pedagogicas importantes. En primer lugar, nos muestra su importancia epistémica,
representada en el valor heuristico que permite resolver ciertos tipos de problema
(proporcionalidad directa), en ausencia de una conceptualizacion de la funcién lineal, pero de
otro, que este valor descansa en una concepcion fuerte de nociones asociadas a las razones y las
proporciones que, quedan escondidas tras la regla nemotécnica que permite recordar el calculo.
Esto también hace de la regla de tres un algoritmo potente en la ensefianza escolar de la
proporcionalidad, pero cuando esta ensefianza se hace sin el reconocimiento de los fundamentos
teoricos que le dan su valor matematico, es una regla vacia, carente de significado que se aplica
de forma indistinta a cualquier situacion de cuatro términos, donde uno de ellos es desconocido,
sin importar si las formas de covariacion entre tales cantidades permite su aplicacion. Como
Leonardo lo muestra, es fundamental comprender el método, pero también su fundamento.
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